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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð
11 ôåâðàëÿ 2024 ãîäà
9 êëàññ (Åâðîïà)

▷ 1. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó òðè øêîëüíèêà ðåøàëè 150 çàäà÷. Êàæäûé
ðåøèë 80 èç íèõ, êàæäóþ çàäà÷ó êòî-íèáóäü ðåøèë. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ òðóä-
íîé, åñëè å¼ ðåøèë òîëüêî îäèí øêîëüíèê, è ë¼ãêîé, åñëè å¼ ðåøèëè âñå òðè
øêîëüíèêà. Êàêèõ çàäà÷ áîëüøå � ë¼ãêèõ èëè òðóäíûõ? Íà ñêîëüêî?

Ðåøåíèå:
Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êðóãè Ýéëåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai
êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåø¼ííûõ òîëüêî j-ì ó÷åíèêîì, ÷åðåç aij - êîëè÷åñòâî çàäà÷,
ðåø¼ííûõ òîëüêî i-ì è j-ì ó÷åíèêàìè, ÷åðåç a123 � êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåø¼í-
íûõ âñåìè ó÷åíèêàìè. Òîãäà êîëè÷åñòâî òðóäíûõ çàäà÷ � a1 + a2 + a3, ë¼ãêèõ
� a123. Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà s = a1 + a2 + a3 − a123. Ñîãëàñíî óñëîâèþ,

èìååì ñèñòåìó:


a1 + a2 + a3 + a12 + a13 + a23 + a123 = 150

a1 + a12 + a13 + a123 = 80

a2 + a23 + a23 + a123 = 80

a3 + a13 + a23 + a123 = 80.
Ñëîæèâ ïî÷ëåííî òðè ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñèñòåìû è îòíÿâ óäâîåííîå ïåðâîå,
íàéä¼ì −a1 − a2 − a3 + a123 = 240 − 300 = −60, îòêóäà s = 60. Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî òðóäíûõ çàäà÷ áîëüøå, è áîëüøå íà 60.
Îòâåò: 60.

▷ 2. Äàí îòðåçîê
√
5. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè è öèðêóëÿ ïîñòðîéòå îòðåçîê 4

√
5.

Ðåøåíèå: Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìîæíî èç îòðåçêîâ a è b ïîñòðîèòü
îòðåçêè

√
a2 + b2 è

√
ab, à òàêæå ðàçäåëèòü îòðåçîê íà çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòåé.

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
√
5 è 2

√
5 èìååò ãèïîòåíóçó 5. Äåëèì

îòðåçîê 5 íà 5 ðàâíûõ ÷àñòåé, ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íûé îòðåçîê. Òåïåðü ñòðîèì

îòðåçîê 4
√
5 =

√
1 ·

√
5, êàê ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ îòðåçêîâ 1 è

√
5.

▷ 3. Ïóñòü a1a2 . . . ak - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü k-çíà÷íîãî ÷èñëà. Íàéäèòå âñå
øåñòèçíà÷íûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
a1a2a3a4a5a6 = a1a2a3 · a4a5a6 + 2024.

Ðåøåíèå:
a1a2a3 = x ∈ [100; 999], a4a5a6 = y ∈ [100; 999]
1000x+ y = x · y + 2024
(x− 1)y − 1000(x− 1) + 1024 = 0

(x− 1)(1000− y) = 1024 = 210{
x− 1 = 128

1000− y = 8

{
x = 129

y = 992{
x− 1 = 256

1000− y = 4

{
x = 257

y = 996{
x− 1 = 512

1000− y = 2

{
x = 513

y = 998
129992− 129 · 992 = 2024
257996− 257 · 996 = 2024
513998− 513 · 998 = 2024
Îòâåò: (129992, 257996, 513998)

▷ 4. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà S. Òî÷êè D, F , E ðàñïîëîæåíû
íà ñòîðîíàõ AB, AC, BC òàê, ÷òî AD = 1

3AB, BE = 1
3BC, CF = 1

3AC.
Íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ AE, CD, BF îáðàçîâàëñÿ òðåóãîëüíèê. Íàéäèòå åãî
ïëîùàäü.

Ðåøåíèå: AM = AC + CM = AC + x · CD = AC + x ·
(
CA+ 1

3AB
)

=

(1− x)AC + x
3AB

AE = AB +BE = AB + 1
3BC = AB + 1

3

(
AC −AB

)
= 2

3AB + 1
3AC

Âåêòîðû AM è AE êîëëèíåàðíûå, ïîýòîìó 1−x
1
3

=
x
3
2
3

, îòêóäà x = 6
7 è CM =

6
7CD.
SAMC

SADC
= CM

CD = 6
7 ;

SADC

SABC
= AD

AB = 1
3 .

Ïîýòîìó SAMC = 2
7SABC . Àíàëîãè÷íî SANB = SBKC = 2

7SABC .
Çíà÷èò, SMNK = SABC − (SAMC + SANB + SBKC) =

1
7SABC .

▷ 5. Ìîæíî ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ
òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
à) N = 7 · 22024,
á) N = 7 · 22025?

Ðåøåíèå: Âîçìîæíî òîëüêî ïðè âñåõ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ m N = 7 · 2m.
Ïóñòü 7 · 2m = a2 + b2 + c2



Òàê êàê ÷èñëî â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÷åòíîå, òî ÷åòíûì äîëæíî áûòü
è ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) ñðåäè ÷èñåë a, b, c äâà íå÷åòíûõ è îäíî ÷åòíîå, ëèáî
2) âñå òðè ÷èñëà ÷åòíûå.
Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå 1) ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè m = 1. Ïóñòü, áåç
íàðóøåíèÿ îáùíîñòè, ÷èñëà a è b íå÷åòíû, à ÷èñëî c ÷åòíî, ò.å. a = 2k − 1,
b = 2l − 1 è c = 2n. Òîãäà ðàâåíñòâî
N = 7 · 2m = 4(k2 + l2 − k − l + n2) + 2
Ýòî ðàâåíñòâî, åñëè m > 1, íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó, ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 4,
à ïðàâàÿ íåò. ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2). Ïóñòü 2q - íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íà
êîòîðóþ äåëèòñÿ êàæäîå èç ÷èñåë a, b è c, ò.å. a = 2qa1, b = 2qb1, c = 2qc1, ãäå
ñðåäè ÷èñåë a1, b1, c1 õîòÿ áû îäíî íå÷åòíî.
Òîãäà ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 7·m−2q = a21 + b21 + c21 Åñëè m − 2q ⩾ 2, òî,
ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë a1, b1, c1 õîòÿ áû îäíî íå÷åòíîå, à òîãäà íå÷åòíûõ ñðåäè
íèõ ðîâíî äâà, òàêîå æå ðàññóæäåíèå, êàê è âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî
íåâîçìîæíî.
Ïîýòîìó ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ëèáî ïðè m − 2q = 0, ëèáî
m − 2q = 1. Åñëè m − 2q = 0, òî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 7 = a21 + b21 + c21 è
ïðîñòîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.
Åñëè m− 2q = 1, òî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä 14 = a21 + b21 + c21 è åãî ðåøåíèÿ
íàéäåíû âûøå: íàïðèìåð, a1 = 3, b1 = 2, c1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå
7 · 2m = a2 + b2 + c2 èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè íå÷åòíûõ m.

▷ 6. Íîìåðà êàêèõ ãîäîâ XX âåêà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 2n − 2k,
ãäå n è k - íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Ðåøåíèå: Ñëåäóåò ïîäîáðàòü òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü íåðàâåíñòâî

1900 < 2n − 2k ⩽ 2000

Òàê êàê 210 < 1900, òî n ⩾ 11; ïðè n ⩾ 12 2n ⩾ 4096, à òîãäà ïðè ëþáûõ n è
k (n > k) 2n − 2k > 2000, òàê ÷òî n = 11. Ïîäîáðàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k
óæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà, è ìû ïîëó÷àåì äâà íîìåðà ãîäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ çàäà÷è:
1920 = 211 − 27 è 1984 = 211 − 26.

▷ 7. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêàìè
�!� è �?�, íî âàì íåèçâåñòíî, êàêîé çíàê êàêîé îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóåò. Êàæ-
äàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ÷èñëàì, íî ïðè âû÷èòàíèè âàì íåèçâåñòíî,
âû÷èòàåòñÿ ëåâîå ÷èñëî èç ïðàâîãî èëè ïðàâîå èç ëåâîãî. Ê ïðèìåðó, âûðàæå-
íèå a?b îáîçíà÷àåò îäíî èç ñëåäóþùèõ: a− b, b− a èëè a+ b. Âàì íåèçâåñòíî,
êàê çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà â ýòîì ãîñóäàðñòâå, íî ïåðåìåííûå a, b è ñêîáêè åñòü
è èñïîëüçóþòñÿ êàê îáû÷íî. Îáúÿñíèòå, êàê ñ ïîìîùüþ íèõ è çíàêîâ �!�, �?�
çàïèñàòü âûðàæåíèå, êîòîðîå ãàðàíòèðîâàííî ðàâíî 25a− 20b.

Ðåøåíèå:
Çàìåòèì ÷òî, âûðàæåíèå (a?a)!(a?a) âñåãäà ðàâíî íóëþ. Â äàëüíåéøåì ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü 0, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âìåñòî íåãî äîëæíî áûòü çàïèñàíî
èìåííî ýòî âûðàæåíèå. Âûðàæåíèå (x?0)?(0?y) âñåãäà ðàâíî x+y. Àíàëîãè÷íî,
òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ + ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè. Âûðàæåíèå
0?((0!(x!0))?0) âñåãäà ðàâíî −x.
Òåïåðü ëåãêî âûïèñàòü èñêîìîå âûðàæåíèå
((...(a+ a) + ...+︸ ︷︷ ︸

+24

a) + (−((...(b+ b) + ...+︸ ︷︷ ︸
+19

b)).

▷ 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåòñÿ ÷èñëàìè 2 è 3. Êàæäûé ñëåäóþùèé
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ïðåäûäóùèõ. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 2024 ìåñòå?

Ðåøåíèå: Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

2, 3, 6, 8, 8, 4, 2, 8︸ ︷︷ ︸
ïåðèîä

, 6, 8, . . .

Ïîñêîëüêó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèëèñü äâå öèôðû 6 è 8, êîòîðûå áûëè
çàïèñàíû ïðåæäå, òî äàëüøå öèôðû áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ.
Äëèíà ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò øåñòü öèôð. Äåëèì 2024 - 2 íà 6, ïîëó÷àåòñÿ â
îñòàòêå 0. Îòñ÷èòûâàåì øåñòóþ öèôðó â ïåðèîäå - ýòî 8.
Îòâåò: 8.

▷ 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå { 15x−4
6 } = 5x−3

5 , ãäå {a} = a − [a] � äðîáíàÿ ÷àñòü
÷èñëà a.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû îíî ñîäåðæàëî àíòüå:
15x−4

6 −
[
15x−4

6

]
= 5x−3

5[
15x−4

6

]
= 45x−2

30
Òåïåðü ïðîèçâåä¼ì çàìåíó y = 45x−2

30 è âûðàçèì x ÷åðåç y :

x = 30y+2
45 .

Ïîäñòàâèì x â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:[
30y−10

18

]
= y[

15y−5
9

]
= y

0 ⩽ 15−5
9 − y < 1

0 ⩽ 6y − 5 < 9
0 < 5

6 ⩽ y < 14
6 < 3

Òàê êàê y � öåëîå ÷èñëî, òî y ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 1 èëè 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, x áóäåò ðàâíî 32

45 èëè 62
45 ñîîòâåòñòâåííî.

▷ 10. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó òðîéêó ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
m, n, k òàêèõ, ÷òî m3 + n3 + k3 = 1679616.



Ðåøåíèå:
S(1679616) = 1 + 6 + 7 + 9 + 6 + 1 + 6 = 36

N
...9 , N

...4 ⇒ N
...36

N = 36 ∗ 46656 = 362 ∗ 1296 = 364

m3 + n3 + k3 = 364

m = a ∗ 36, n = b ∗ 36, k = c ∗ 36
a3 + b3 + c3 = 36
a = 1 , b = 2 , c = 3.
Îòâåò: (36,72,108).


